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Resolucado de EDPS pelo método dos volumes finitos em malhas néo
estruturadas triangulares

Solution of PDES using the finite volume method on unstructured
triangular meshes
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RESUMO
O presente estudo aborda o desenvolvimento de um cdédigo computacional destinado a resolucdo de
EquagBes Diferenciais Parciais Elipticas (EDPE) empregando o Método dos Volumes Finitos (MVF) em
malhas ndo estruturadas compostas por elementos triangulares. Este estudo concentrou-se na analise da
ordem de convergéncia do esquema de discretizacdo Over-Relaxed, em relagdo ao grau de distor¢do dos
elementos na malha. Os resultados obtidos demonstram que o método numérico, ao utilizar o Método dos
Volumes Finitos em malhas néo estruturadas, obteve éxito na resolugcao de uma equacao diferencial eliptica
bidimensional. A qualidade da malha desempenha um papel de destaque na precisdo dos resultados,
conforme mostra a literatura. Além disso, a metodologia aplicada neste estudo revelou uma sensibilidade
desfavoravel ao grau de distorcdo das malhas, resultando em uma ordem de convergéncia inferior ao
esperado. Embora, o Método dos Volumes Finitos tenha mostrado ser eficaz na resolucdo de EDPEs, é
essencial considerar cuidadosamente a geragdo e otimizacdo das malhas para maximizar o desempenho do
método.
PALAVRAS-CHAVE: EDP; Malhas néao estruturadas; MVF.

ABSTRACT

The present study addresses the development of a computational code aimed at solving Elliptic Partial
Differential Equations (EPDESs) using the Finite Volume Method (FVM) on unstructured grids composed of
triangular elements. This study focused on the analysis of the convergence order of the Over-Relaxed
discretization scheme concerning the degree of distortion of elements within the mesh. The results obtained
demonstrate that the numerical method, when utilizing the Finite Volume Method on unstructured grids,
successfully resolved a two-dimensional elliptic differential equation. Mesh quality plays a prominent role in
result accuracy, as indicated by the literature. Furthermore, the methodology applied in this study revealed an
unfavorable sensitivity to mesh distortion, resulting in a lower-than-expected convergence order. Although the
Finite Volume Method has proven to be effective in solving EPDES, careful consideration of mesh generation
and optimization is essential to maximize method performance.
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INTRODUCAO

Simulacéo € o ato de desenvolver um modelo matematico do sistema em analise e
conduzir experimentos associados, muitos dos quais se desenrolam em ambientes virtuais
hospedados por computadores. Isso assegura a nao interferéncia ou perturbacao dos
processos vigentes, ao mesmo tempo que viabiliza andlises de projetos sem a necessidade
de sua concretizacao fisica (PRITSKER, 1986). Essa progresséao na area de simulacéo
resultou na capacidade de criar malhas adaptativas com mecanismos de deteccédo de erros,
assegurando, assim, a qualidade da solucéo obtida (MALISKA, 2019).

As malhas estruturadas e ndo estruturadas sdo utilizadas em meétodos numeéricos
para discretizacdo de dominios. As malhas estruturadas sao formadas por elementos
regulares, como quadrados ou hexagonos. Ja as malhas ndo estruturadas sédo formadas
por elementos irregulares, como triangulos ou tetraedros (GONCALVES, 2007)

As malhas n&o estruturadas s&o mais vantajosas em muitos casos, pois permitem a
aplicacdo de métodos numeéricos em geometrias complexas e irregulares. O Método dos
Volumes Finitos (MVF) é um método numérico que pode ser aplicado em malhas nao
estruturadas para resolver equacdes diferenciais parciais. O MVF consiste em dividir o
dominio em volumes de controle e aplicar as leis da conservacdo de massa, momento e
energia em cada volume (GUIMARAES, 2003).

Nesse cendrio, o presente trabalho expde os resultados de um codigo computacional
gue emprega o MVF em simulagcbes de malhas ndo estruturadas, usando elementos
triangulares Os resultados obtidos sdo entdo contrastados com uma solucdo analitica de
referéncia.

METODOLOGIA

O teorema da divergéncia de Gauss € usado para converter integrais de volume
sobre operadores de divergéncia e gradiente as integrais de superficie e é dado por:

ff V(T)dA=4§TdS 1)
A

Em que: V(T) representa o operador divergente. Uma equacao diferencial parcial
eliptica pode ser dada por:

Vk -V(T)+ F=0 (2)

Em que: k é um coeficiente de difuséo e F representa o termo Fonte.
Integrando a Eq.(2) no volume de controle bidimensional C:

ﬂ v(k -V(T))dA+ﬂFdA =0 3)

No qual, a partir do esquema Over-Relaxed apresentado em Moukalled e Mangani
(2016) e realizando as substituicbes necessarias pode-se rearranjar a Eg. (3) para a Eq.

(4).
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Em que Ef &€ a multiplicacdo entre o vetor unitario da distancia e o vetor area e o Hf
€ a diferenca entre o vetor area e Ef.
A Eq.(5) pode ser aplicada para os volumes internos, enquanto para os volumes que
se localizam no contorno do dominio foi utilizado o esquema de média ponderada dado por:
3 Tvi

=1 — 1o
TC _ ” c vil| (5)
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Em que T.i s&o os valores nos vertices e r¢ e 1, S840 0s vetores posi¢cao do centroide
do volume e dos vértices, respectivamente.
Para avaliar a ordem de convergéncia do método numérico implementado o

problema definido na Figura 1 foi utilizado como caso controle.
Figura 1 — Desafio proposto
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Fonte: Parizoto (2023)

Com o objetivo de aprimorar a analise, a cada ciclo de refinamento, cada triangulo
na malha de entrada € subdividido em quatro triangulos menores na malha de saida,
resultando em uma malha completamente ortogonal. Utilizou-se essa abordagem para criar
malhas com diferentes tamanhos: 4, 16, 64, 256, 1024, 4096 e 16384 triangulos, que foram
posteriormente deformadas.

A distor¢cdo de um elemento de malha é medida pela distancia entre sua geometria
atual e a forma equilatera de referéncia. Isso envolve a comparacao dos angulos internos
e dos comprimentos dos lados do elemento com um tridngulo equilatero de referéncia. O
deslocamento do vértice inferior altera o dominio da Equacéo Diferencial Parcial (EDP),
mas isso ndo afeta o problema em si, pois as condi¢des de contorno e a solucdo analitica
permanecem inalteradas. Isso resultaria em uma distorcdo uniforme entre todos o0s
elementos, o que é comumente usado na literatura para manter a qualidade de malhas ndo
estruturadas triangulares. O processo de distorcéo (D) dos elementos é calculado pela Eg.
(6) e ilustrado na Figura 2.
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Figura 2 — Representacéo visual do procedimento de distorgéo aplicado neste estudo.
Malha perfeitamente Malha com grau de Malha com grau de Malha com grau de
ortogonal distor¢ao uniforme distor¢ao uniforme distor¢ao uniforme
leve moderado alto
(a) (b) (c) (d)

Fonte: Parizoto (2023)

A ordem de convergéncia € um conceito essencial na analise numérica que avalia
como o erro entre uma solucdo aproximada e a solugéo real diminui com o aumento das
iteracfes em um método iterativo. Ela é frequentemente representada pelo parametro 'h' e
desempenha um papel fundamental na avaliacdo da eficacia de um método, indicando a
taxa de convergéncia.

A representacao da malha (h) é obtida por meio da Eq. (7)

1
()

Em que N se refere ao numero de tridngulos e Q representa a area total do dominio.

Os célculos do erro deste método foram retirados com base na literatura, sendo eles,
E} E. e RMSE.

Foi calculada uma estimativa para a ordem de convergéncia do erro associado a
cada solucéo, e essa aproximacao é expressa por:

logEgL2 —logEgL1
4o =

8
logh, —logh, ®

Onde 8 pode ser substituido por qualquer um dos erros apresentados anteriormente,
sendo sempre o valor da iteracdo de elementos sucessora subtraida da anterior.

RESULTADOS E DISCUSSOES
Os resultados da abordagem metodolégica estdo na Tabela 1. A Figura 2 mostra a
solugdo numeérica para o problema em uma malha ortogonal (D = 0), exibe a solucéo

analitica e o erro percentual entre a solugdo numérica e a solugdo analitica € menor ou
igual a 0,012%, respectivamente.
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Fonte: Autoria Préopria (2023).

Quanto a influéncia da distorcdo dos elementos da malha na ordem de convergéncia do
esquema Over-Relaxed, os dados das Tabelas 1 e 2 mostram que, quando a distor¢céo é
zero, 0 esquema numérico atinge uma ordem de convergéncia proxima a 3, embora o
meétodo tenha uma ordem tedrica de convergéncia de 2. Isso sugere que a implementacao
das condi¢des de contorno e o nivel de refinamento podem ter contribuido para a ordem
superior observada. Por outro lado, em todos os outros casos com distorcdo maior que
zero, a ordem de convergéncia diminuiu drasticamente, convergindo para a ordem unitéria.

Figura 3 — Valores obtidos pelas simula¢6es do problema proposto

Quantidade De

Triangulos lteragbes h E} Ebus E, RMSE 9E; Gegys qg, 9RMSE
D=0
4096 1871 0,01028 2,4E-06 3,7E-06 1E-05 8,8E-06 2,99 2,99 2,94 2,99
16384 3605 0,00514 3,1E-07 4,7E-07 1,3E-06 1,1E-06 2,97 2,97 2,97 2,97
D =0.025
4096 1944 0,01 0,00038 0,0006 0,00138 0,0014 1,04 1,04 1,02 1,04
16384 3769 0,005 0,00019 0,0003 0,00069 0,00069 1,02 1,02 1,01 1,02
D=0.05
4096 2000 0,00976 0,00071 0,00113 0,00257 0,00259 1,03 1,03 1,01 1,03
16384 3768 0,00488 0,00035 0,00056 0,00128 0,00128 1,01 1,01 1 1,01
D=0.25
4096 1998 0,00781 0,0026 0,0052 0,01053 0,00997 1,02 1,02 1,01 1,02
16384 3673 0,00391 0,00129 0,00258 0,00525 0,00494 1,01 1,01 1 1,01
D=05
4096 2248  0,00781 0,00306 0,00612 0,0128 0,01214 0,97 0,97 0,9 0,97
16384 4633  0,00391 0,00154 0,00309 0,00649 0,00613 0,99 0,99 0,98 0,99
Fonte: Autoria Préopria (2023).
CONCLUSAO

Os resultados mostram que o método numérico usando o Método dos Volumes Finitos
em malhas ndo estruturadas foi bem-sucedido na resolucédo de uma equacéao diferencial
eliptica bidimensional. Essa implementacdo bem-sucedida representa um avanco
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significativo na capacidade de resolver equacfes diferenciais elipticas em geometrias
complexas de duas dimensBes. No entanto, € importante observar que a literatura
reconhece a influéncia da qualidade da malha na precisédo dos resultados e no aumento do
custo computacional.

Além disso, a metodologia utilizada mostrou ser sensivel a distorcdo das malhas,
resultando em uma ordem de convergéncia inferior a idealmente esperada.

Disponibilidade de co6digo

O cédigo computacional elaborado ndo esté disponivel para terceiros.
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