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Aplicacao da transformada de Laplace para modelagem a
analise de um circuito RLC de trés malhas

Application of the Laplace transform for modeling and
analysis of a three-mesh RLC circuit.

Victor Augusto da Silva', Flavia Macedo Pontim?,
Jodo Matheus Simm de Oliveira®, Luan Oliveira?, Flavio Luiz Rossini °

RESUMO

O artigo trata da modelagem matematica de um circuito RLC com trés malhas no dominio do tempo, com uma
solucdo analitica baseada na Transformada de Laplace. Isso é particularmente relevante em um cenario de
rapida transformacao digital, onde a interconexao de dispositivos e a Internet das Coisas desempenham um
papel central. Na industria, essa transformagéo exige o uso de modelos matematicos para abordar desafios no
ambiente de manufatura. O estudo envolveu varias etapas: (i) modelagem dinamica do circuito; (ii) aplicagao
da Transformada de Laplace ao sistema de equacdes; (iii) solugdo nos dominios do tempo e da frequéncia;
(iv) solugdo numérica por meio do software MATLAB®; e (v) validagéo do circuito no software LTspice®.
Os resultados obtidos mostraram convergéncia entre as abordagens analiticas € numéricas, contribuindo
significativamente para o desenvolvimento de soluc¢des praticas. Essas descobertas tém implicagbes tanto
na area de ensino quanto na industria, fornecendo insights valiosos para enfrentar desafios e promover
implementagbes eficazes em sistemas elétricos e eletrénicos.

PALAVRAS-CHAVE: Circuito elétrico RLC; Transformada de Laplace; Software MATLAB®.

ABSTRACT

This article addresses the mathematical modeling of a time-domain three-mesh RLC circuit, providing an
analytical solution based on Laplace Transform. This is particularly relevant in a rapidly evolving digital landscape,
where device interconnectivity and the Internet of Things play a central role. In the industry, this transformation
necessitates the use of mathematical models to address manufacturing environment challenges. The study
encompassed several stages: (i) dynamic modeling of the circuit; (ii) application of Laplace Transform to the
system of equations; (iii) solution in both time and frequency domains; (iv) numerical solution using MATLAB®
software; and (v) circuit validation in LTspice® software. The obtained results demonstrated convergence
between analytical and numerical approaches, contributing significantly to the development of practical solutions.
These findings have implications in both the educational and industrial realms, providing valuable insights for
tackling challenges and promoting effective implementations in electrical and electronic systems.
KEYWORDS: RLC electric circuit; Laplace transform; Software MATLAB®.
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INTRODUCAO

Na engenharia, a modelagem matematica desempenha um papel essencial ao descrever
sistemas reais em formato de equacdes, permitindo a analise de sistemas lineares e nao lineares,como
circuitos elétricos e eletronicos (ABREU, 2022). Modelos matematicos oferecem a base para estudos
aprofundados desses sistemas (CANHAN, 2023), (OLIVEIRA, 2023), incluindo circuitos RLC

A modelagem de circuitos RLC é crucial para entender o comportamento desses circuitos
em diversas condicdes, incluindo o estudo de suas respostas transitérias, um dos focos deste
trabalho. Sendo essencial para garantir a seguranga e estabilidade de um sistema. Nesse contexto, a
Transformada de Laplace assume um papel importante, simplificando o manuseio de conjuntos de
equagdes complexas, afim de encontrar suas solugdes.

A Transformada de Laplace € uma poderosa ferramenta matematica utilizada para analises
no dominio da frequéncia, (SADIKU, 2013). Ela desempenha um papel fundamental devido a
complexidade de modelar um sistema por equacgdes diferenciais. A Transformada de Laplace permite
a representagao separada da entrada, saida e o proprio sistema. Além disso, ela transforma equacdes
diferenciais em equacgdes algébricas, tornando a manipulagcdo matematica mais acessivel e eficaz
(NISE, 2017).

O presente artigo tem a proposta de aplicar a Transformada de Laplace para a analise
e modelagem de um circuito elétrico RLC de trés malhas e comparar a solugao obtida para o
sinal transiente com a simulagao do circuito no software LTspice®. E analisando ambos os dados
graficamente através do software MATLAB®, para a validagao do método.

FUNDAMENTACAO TEORICA
TRANSFORMADA DE LAPLACE E A TRANSFORMADA INVERSA

A transformada de Laplace é um operador linear, aplicavel em fungdes continuas no tempo,
nas quais, ao aplica-la, a funcao passa do dominio do tempo ¢ para o dominio da frequéncias, o que
permite uma resolucao do problema de forma mais simplificada por meio de algebra. Por definicao,
para um sinal x(¢), a transformada de Laplace X(s) é definida por (LATHI, 2006):

X(s) =/_oox(t)e‘”dt (1)

[0

A partir dessa analise, o sinal x(¢) pode ser visto como a transformada inversa de Laplace de
X(s). Pode ser mostrado que:

1 c+joo
x(t) = —/ X(s)e* ds (2)
21j Je-wo
em que ¢ € uma constante para sustentar a convergéncia da integral Eq. (1) (LATHI, 2006).
Entretanto, ao realizar a Transformada de Laplace, torna-se conveniente aplicar algumas
propriedades para contornar manipulacdes onerosas. A seguir, descrevem-se algumas dessas

propriedades usadas neste artigo.
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1. Propriedade do Deslocamento no Tempo

Tal propriedade afirma que se x(¢) <=> X(s), paratodo z, > 0 (LATHI, 2006), entéo:

x(t —tg) <=> X(s5)e™"0 (3)

Note que x(¢r) comega em ¢ =0, portanto x(r —1y) comega ¢ = to. Entdo pode-se reescrever a
propriedade da seguinte forma, se (LATHI, 2006):

x(Du(r) <=> X (1) (4)

logo para ¢ty > 0:

x(t = to)u(t —tg) <=> x(s)e 5" (5)
2. Propriedade de Diferenciagdo no Tempo
Essa propriedade afirma que se x(r) <=> X(s), entdo (LATHI, 2006):

dx(t)
dt

<=> sX(s) —x(07) (6)

sendo x(07) a condicao inicial. A aplicagdo dessa propriedade para derivadas de ordens
superior pode ser estendida da forma:

sendo n a ordem da derivada.

3. Propriedade da Transformada de Laplace da Integral

A propriedade da integracéo afirma que se x(t) <=> X(s), entdo (LATHI, 2006):
t
/ H(D)dr <=> X&) (7)
0 N

DESENVOLVIMENTO

Nesta secao, é apresentado o circuito elétrico utilizado e a sua modelagem, junto das solugdes
obtidas.

Figura 1 — Circuito RLC utilizado na aplicacao

R1 L1 R2
—AM———— —AMV—
2Q 30mH 2Q
- w1 L2 1L a §R3
T 12v 2 100mH T 220mF 7 10
-

-
B 470mF

Fonte: Plataforma Multisim®.
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Denominou-se as malhas do circuito elétrico, apresentado na Figura 1, como malhas 1, 2, e 3,
da esquerda para a direita. Em seguida, estabeleceu-se o sentido anti-horario para as correntes e
aplicou-se a Lei de Kirchhoff das tensdes, da forma:

Riin(t)+Liy+ Ly [y —€] + CLZ/Til(l‘)dt =12
. 0
Rain(0)+ & [ 10 =] dr+ L e =71 =0 ®)
Rais()+ & [ 1) = (0] de =0
0

sendo:

_ dii (1) _ dir (1)
YT Ta T Tar ©)
Consideraram-se as condicdes iniciais nulas, aplicou-se a transformada de Laplace em ambos

os lados das Equacébes do Sistema Eq. (8), expresso por:

RiLi(s) + Li1(s) + Las[1(s) — Ir(s)] + ’g;s) =1L
Rolr(s) + CLIS[IZ(S) —Li(s)] + Ly[Ir(s) = I1(s)] =0 (10)

R3I5(s) + a5 [13(s) = La(9)] + I3(s) = 0

A partir do sistema da Eq. (10) manipulou-se a fim de obter o sistema matricial, substitui-se os
coeficientes Ry, R», R3, Ly, L, C;, C, com base na Figura 1. E entdo encontra-se o determinante
dessa matriz:

3.10735% +0,4755 + 6,89s* + 32,4953 + 2952
A= . (11)
S

Com este determinante A obtido, aplica-se a Regra de Cramer no sistema para obter os
polindmios da fungéo de transferéncia das incdgnitas das correntes de cada malha separadamente:

AL Al Al
1 =—1 =—1 = — 12
1(s) A 2(s) A 3(s) A (12)

CORRENTE I,

Substitui-se a primeira coluna na matriz obtida do sistema Eq. (10) pela matriz coluna que esta
apés a igualdade da Eq. (10), e encontrou-se o seu determinante:

1,252 + 29,455 + 163,63

Al =
1 S2

(13)

Com os resultados de A e AI;, montou-se a funcao de transferéncia da corrente da malha da
esquerda:

1,252 + 29,455 + 163,63
3.107352 + 6,952 + 32,495 + 29

Com esse resultado, devido a complexidade da equag¢ao de I; no dominio s, aplicou-se o
método dos residuos, com o resultado descrito a seguir:

Ii(s) =

(14)
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-2,62 2,24 +047j 2,24 +0.47; 7,1
Ii(s) = - L4 LA (15)

s+142,24  s+724-2,6] s+724+26j s+1,15

Em seguida, aplicou-se a transformada inversa de Laplace para a obter a equagéo da corrente
I, no dominio do tempo ¢:

(1) = =2,62¢7 14224 £ 71011 + 7B [ c0s(2,61)(—4,48) + sen(2,61)(0,94)] (16)
CORRENTE I, E CORRENTE I;

Para a modelagem das correntes I, e I foi aplicado o mesmo método usado para a corrente
I,. E foi obtido as seguintes equagbes no dominio do tempo t:

ir(f) = =3,04¢ 7142250 £ 4976723 co5(2,61 + 0,84) — 0,25¢ 115 (17)
i3(t) = 0,1e 14225 4 0772310 24¢05(2,61) + 6,07sen(2,61) — 0,34~ 1-15 (18)
RESULTADOS

Ao sobrepor as correntes obtidas nas simulacdes do LTspice® com a obtida no MATLAB®,
observou-se a sobreposi¢cao das curvas dos transientes, com grande precisao:

Figura 2 — Comparacao para i, (1) Figura 3 — Comparacéo para i»(r) Figura 4 — Comparacao para i3(r)
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Fonte: Software MATLAB®. Fonte: Software MATLAB®. Fonte: Software MATLAB®.

CONCLUSAO

Neste artigo, realizou-se a modelagem matematica de um circuito RLC com trés malhas e, por
meio de calculos e técnicas, como a Transformada de Laplace, transformada inversa e o método de
residuos, demonstrou-se a correspondéncia entre as correntes obtidas por calculo e as obtidas por
simulagdo. A aplicagcdo da Transformada de Laplace se destacou como uma ferramenta valiosa na
resolucao do circuito RLC, fornecendo uma base sélida para a verificacao e validacao dos métodos
propostos neste artigo.

Os resultados obtidos reforcam a eficacia dos métodos matematicos utilizados, e também

contribuem para um melhor entendimento do comportamento do circuito RLC em diferentes condi-
seisicite.com.br 5
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coes. Além disso, as implicacbes praticas dessas descobertas podem se estender a projetos reais,
promovendo solu¢des mais eficazes e seguras.

Quanto a futuras pesquisas, um caminho interessante pode envolver a aplicacao desses
meétodos a circuitos mais complexos e a exploragao de aplicagdes praticas em engenharia elétrica
e eletrbnica. A continua evolugcao da tecnologia e a demanda por solugdes inovadoras oferecem
oportunidades para expandir ainda mais o campo de estudo.
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