SEI-SICITE

2023

Estudo de cristais liquidos: Propriedades elasticas e
problemas classicos

Study of liquid crystals: Elastic properties and classical
problems
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RESUMO
Os cristais liquidos (CL) séao classificados como fluidos complexos que possuem grau de ordem orientacional

de longo alcance dos solidos cristalinos, porém com a desordem de longo alcance dos liquidos isotropicos.

Assim, ndo apresentam a classica estrutura cristalina rigida dos sélidos. Geralmente, quando o cristal liquido
€ confinado em uma superficie, plana, cilindrica, esféricas, etc., ela o induz a mostrar deformacdes que se
espalham por toda a amostra. Para estudar esses materiais, do ponto de vista teérico, é imprescindivel ter
conhecimento da equagéao de Euler-Lagrange que dara inicio aos calculos teéricos para minimizar a energia
livre de Frank, ja que a orientagdo do vetor diretor € obtida a partir desse calculo. Neste trabalho, serdo
abordadas as propriedades elasticas dos CLs, ou seja, as deformagdes do cristal liquido em resposta a efeitos
de superficie, além de algumas aplicagdes, revisitando problemas classicos dos cristais liquidos, os quais
envolvem amostras em células nematicas em situa¢des de ancoramento forte/fraco e amostras influenciadas
pela presenga de um campo elétrico, onde sera abordado a criticalidade da transigao de Fréedericksz.
PALAVRAS-CHAVE: Cristal Liquido Nematico; Efeitos de Superficie; Transicdo de Fréedericksz.

ABSTRACT

Liquid crystals (LC) are classified as complex fluids that have the long-range degree of orientational order of
crystalline solids, but with the long-range disorder of isotropic liquids. Therefore, they do not have the classic
rigid crystalline structure of solids. Generally, when the liquid crystal is confined to a surface, flat, cylindrical,
spherical, etc., it induces it to show deformations that spread throughout the sample. To study these materials,
from a theoretical point of view, it is essential to have knowledge of the Euler-Lagrange equation that will begin
the theoretical calculations to minimize Frank’s free energy since the direction vector orientation is obtained
from this calculation. In this work, the elastic properties of CLs will be addressed, that is, the deformations of the
liquid crystal in response to surface effects, as well as some applications, revisiting classic problems of liquid
crystals, which involve samples in nematic cells in strong/weak anchoring situations and samples influenced by
the presence of an electric field, where the criticality of the Fréedericksz transition will be addressed.
KEYWORDS: Nematic Liquid Crystals; Surface Effects; Fréedericksz’s transition.
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INTRODUCAO

Os cristais liquidos sao fluidos complexos de grande importancia para o nosso dia a dia com
aplicagdes tecnolégicas como mostradores de celulares e tablets. Sdo materiais classificados como
fluidos complexos por apresentarem fase intermediaria entre o estado sélido e liquido.

A fase ordenada mais simples € a fase nemética e as méleculas, que de forma geral, pos-
suem formato de bastdo ou disco. Elas apresentam direcao preferencial de ordenamento, sendo
representado por um vetor unitario e chamado de vetor diretor 7i. (NASCIMENTO, 2018).

Ainda, os cristais liquidos podem ser encontrados em diferentes formatos, como cilindros,
cubos e retangulos. (FIGUEIREDO, 2021). Onde surge o interesse de, posteriormente, se aprofundar
em amostras com coordenadas cilindricas, diferentemente dos problemas encontrados neste trabalho.

A seguir, sera estudado como o perfil desse diretor reage devido a presenca de agentes
externos, como superficies ancoradas e/ou campos elétricos. E para resolver os determinados
problemas, parte-se da minimizacdo da densidade de energia livre de Frank para compreender o
comportamento do cristal liquido. E para isto, utiliza-se a Equacgao de Euler-Lagrange.

EQUAGCAO DE EULER-LAGRANGE

Dado o problema matemético

= / P ()’ (s xlds, (1)

queremos encontrar qual a solugao y(x) que torna a integral a menor possivel conhecendo os pontos
extremos. A solucao deste problema é a base do Calculo Variacional, ou seja, o calculo que se
propde ao estudos de funcionais, como o apresentado na Equagéo (1).

Com alguns passos matematicos, podemos mostrar que a funcao y(x) que minimiza a integral
acima é também solucdo da equagao:

OF d (0F

dy  dx (W) o
conhecida como Equagéo de Euler-Lagrange.

A Equacéo (2) é usada para encontrar as equagdes de movimento, ou as trajetorias, que
minimizam (ou maximizam) uma determinada fungao integrada ao longo de um intervalo de espago.

(@)

PROPRIEDADES ELASTICAS E A ENERGIA LIVRE DE FRANK

As propriedades elasticas dos cristais liquidos relacionam-se as respostas mécaninas dos CLs
quando submetidos a agentes externos. A Energia Livre de Frank é comumente utilizado para estudar
tais propriedades. Os termos na energia de livre estdo associados a diferentes tipos de deformagéao:
splay (divergéncia), twist (torcéo), bend (flexdo) e um termo das contribuicées da superficie. As
constantes sdo chamadas, respectivamente, de K;;, Ky, e Ks;. (SOUZA, 2009). A energia livre de
Frank pode ser escrita ha forma de
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1 > 2] - N 1 L. = )2
fFrank=§K11(V-ﬁ) +§K22 (ﬁ-V xn) +§K33 (n x V Xn) , (3)

o termo "splay"calcula a deformacao na qual as orientagdes moleculares em um cristal liquido se
afastam ou se aproximam umas das outras ao longo de uma direcao. Na expressao da energia livre 0
termo é representado por (V - i1). (YEDNAK, 2009). O "twist"relaciona uma deformacao na qual as
orientag6es moleculares em um cristal liquido giram em torno de um eixo especifico (como rotagdes
de moléculas em torno de seu eixo longitudional) representado por (7 - V x i) e por fim o termo
de bend refere-se a curvas ou desdobramentos ao longo de um plano especifico, na expressao é
observado em (i X V X n).

E quando existe a acao de um campo elétrico e um termo de superficie a densidade de energia
torna-se

f = frrank — %3a (ﬁ : b:)z - %ﬁ - Ho, (4)
onde g, representa a constante de anisotropia dielétrica, W é a intesidade da interacdo com a
superficie e ng é a orientacao induzida pela superficie. (SOUZA, 2012). Como condi¢cdes de contorno
para com as equagoes tem-se: Condi¢des de contorno de ancoramento forte, onde 7, = 71, ou seja, 0
diretor na superficie assume a orientacdo imposta pela superficie porque a energia de interagdo com
a superficie é muito maior quando comparada ao volume. Por outro lado, se a energia € da mesma
ordem, chamamos esse caso de ancoramento fraco e as condi¢ées de contorno podem ser dadas por

—a—f+d—éj=Oea—f+d—é?=O, (5)
00’ do, 00" do,

visto que &;(6;) é a energia de ancoramento por unidade de area. (SOUZA, 2009). Assim, o trabalho é
resolver a equacgao de Euler Lagrange com as condi¢des de borda devidamente ajustadas de acordo
com as condi¢cdes desejadas. A grande maioria dos problemas de interesse, atualmente, carecem de
algum método numérico para minimizar a energia livre. No entanto, alguns problemas classicos séo
analiticamente trataveis e ajudam o leitor a compreender como se tratam e quais alguns fenbmenos
que podem surgir nesse tipo de sistema. A seguir, abordaremos dois desses problemas, discutindo
conceitos bastante gerais e pertinentes, como transicao de fase.

RESULTADOS E DISCUSSOES

No que segue, apresentamos dois resultados bastante classicos da literatura de teoria eléstica,
um envolvendo efeitos de superficie e outro com efeitos de campo externo.

CELULA HIiBRIDA - ANCORAMENTO FORTE/FRACO

Em uma amostra de cristal liquido na forma de um slab com condicées hibridas de ancora-
mento, ou seja, em uma parede tem-se ancoramento forte (z = —-d/2) e 6; =0 e ancoramento fraco
homeotrépico na outra extremidade, (z = d/2) e 6y = n/2. (SOUZA, 2009).

Considera-se que o diretor deve ser fungédo apenas de z, podendo ser expresso na forma
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de n(x,z) = cos8(x,z)% +sind(x,z)Z, e ao utilizar a aproximagao de uma unica constante elastica, a
energia livre é escrita por:

%)2. (6)

1
6(z)] = =k

UCIEE ( o

Minimizando pela equagéo de Euler-Lagrange, encontra-se uma equacao diferencial ordinaria

1,420 _

27 dz2 7
que pode ser resolvida através da técnica de separagcao de variaveis, e a partir das condigcbes
previamente descritas, obtem-se o perfil do diretor

(7)

z 1
0(z)=65|—=+=]|. 8
@=0.(343] ®

Agora é necessario determinar 6y, ou seja, o angulo na superficie com ancoramento fraco.
Para isso utilizamos a informagdo que &(6,) = (W/2cos? 6y), juntamente da condi¢cdo de contorno
para um ancoramento fraco, Eq. (5), tem se

0 w

KFS -5 sin 265 = 0, 9)
em que é definindo a constante do comprimento de extrapolagdo L = K/W, o qual mede o quanto
seria necessario extrapolar o comprimento para que o ancoramento seja forte. Caso o comprimento
seja 0, tem-se uma situagao de ancoramento forte e quanto maior o valor L, menor a energia de
ancoramento serd. A Equacgao (9) em termos do comprimento é

h
05 = EsinZHS, (10)

sendo i = d/L, obtem-se uma equagédo transcendental. A partir da Figura 1 observa-se que, quando
a espessura da amostra d for maior que o comprimento de extrapolacéo, a equacao admite diversas
solugdes, do contrario, apenas a trivial.

Figura 1 — Comportamento de 65 em funcéao de 1/h
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Fonte: Autoria propria.
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TRANSICAO DE FREEDERICKSZ

Na transicao de Fréedericksz, existe a acdo de um campo elétrico externo sobre a amostra.
Em uma amostra, também na forma de slab, com espessura d, e placas situadas em z; = d/2 e
7 = —d /2. Em situacOes de ancoramento forte o diretor na superficie assume 6(d/2) = 6(-d/2) = 0.
Admite-se a anisotropia dielétrica como positiva € 0 campo sendo uniforme e intensidade E no sentido
positivo do eixo z. (SOUZA, 2009). Assim a energia livre é dada na forma de

k|(do\* e E? .,
=—|{—| - ——sin"6|. 11
f=3 (dz) ko ] (1)
Minimizando essa energia livre e utilizando a informagéo do comprimento de coeréncia &> = k/e,E?,
obtem-se:
£20” (z) +sinfcos 6 = 0. (12)

Para trabalhar um pouco mais com essa equagao nao-linear, multiplica-se ambos os lados da
equacao por 6’(z), simplificando-a para

£20'(z)% +sin’6 = C, (13)

visto a igualdade do ancoramento nas duas placas, 6(z) deve ser uma fungao par onde seu maximo
éem z=0,ousejad (z=0) =0, apartir dessa condigdo de contorno tem-se o valor de C = sin’6,,.
Caso 6,, # 0, a amostra encontra-se distorcida de modo que 6(z) é uma fungédo que depende de z.
Do contrario, se 6,, = 0,0(z) = 0, amostra apresenta-se completamente orientada.

Assim, substituindo 6 por x, e como a solugéo € par, considera-se apenas a parte positiva, e
propondo uma mudanga de variavel: sinx = sin 6, siny, obtemos, a partir de das condi¢des, 8(d/2) =0
e 6(0) =6,

= K[sin?0,,)] = i’ (14)

[
0 \/1 — sin® 6,, sin® ¥

onde K = [sin? 6,,] é a integral eliptica completa.
Para determinar se a equacao fornece solugéo ndo trivial, examina-se o comportamento de
0,, no limite, ou seja, 6,, — 0. No limite, a integral tem valor de /2

T d
-2 (15)

toma-se ¢ = &, pois esta € a representacdo de & para 6,, — 0, e €2 = k/E’¢,, logo o campo critico
pode ser escrito em funcao de &,

E. = g\/gz (16)

Se E > E. em z = 0, no meio da placa o campo distorce o diretor, distor¢do esta que aumenta
a medida em que o campo aumenta. Porém, se E < E. tem-se a configuracéo trivial, orientagéao
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totalmente paralela as placas.
CONCLUSAO

No presente trabalho, foi realizada uma analise teérica sobre o comportamento dos cristais
liquidos, focada nas influéncias de superficies ancoradas e campos externos. Utilizou-se a abordagem
da teoria elastica, com a energia livre de Frank como modelo central para descrever as propriedades
desses materiais. Primeiramente, examinou-se uma célula hibrida com condi¢gées de ancoramento
hibridas nas superficies. A solugao para o perfil do diretor foi encontrada e revelou-se a dependéncia
dela com do comprimento de extrapolagdo. Esse comportamento, analogo a uma transi¢do de fase
continua, fornece a relagéo entre a espessura da amostra e a intensidade da energia de ancoramento.
Em seguida, abordou-se a Transicdo de Fréedericksz, onde um campo elétrico externo influencia
a orientagao dos cristais liquidos. A analise permitiu identificar um campo elétrico critico, a partir
do qual ocorre uma transicdo na orientagdo do diretor. Neste caso, o campo critico é funcao da
anisotropia dielétrica, da constante elastica, e da espessura da amostra. Esses estudos tedricos
fornecem ferramentas matematicas e computacionais basicas para compreender o comportamento
versatil dos cristais liquidos através de modelagens matematicas mais complexas. Além disso, a partir
desses problemas classicos, pretende-se passar a abordar problemas mais pertinentes na fronteira
do conhecimento dessa area.
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