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RESUMO 
Uma das áreas de grande relevância na análise estrutural é a avaliação do comportamento estático de 
elementos estruturais, os quais que estão apoiados em outros meios que oferecem restrições de movimento, 
como o solo. Este trabalho trata da análise linear estática de vigas sobre fundação elástica, em que o solo é 
simulado pelos modelos de Winkler, de Pasternak e de molas discretas. A estratégia de modelagem numérica 
utilizada baseia-se na aplicação do Método dos Elementos Finitos. Um código computacional é desenvolvido 
com o programa livre Scilab. Dois problemas de vigas com extremidades livres encontrados na literatura são 
estudados. A interação entre o solo e a estrutura é considerada com contato bilateral. Os resultados 
numéricos evidenciam a influência na rigidez do sistema estrutural ao se considerar o contato da viga com o 
solo. 
PALAVRAS-CHAVE: Elementos Finitos; Interação solo-estrutura; Pasternak. 
 

ABSTRACT 
One of the areas of great relevance in structural analysis is the evaluation of the static behavior of structural 
elements, which are supported by other medium that offer movement restrictions, such as the soil. This work 
deals with the static linear analysis of beams on elastic foundations, in which the soil is simulated by the 
Winkler, Pasternak and discrete spring models. The numerical modeling strategy used is based on the 
application of the Finite Element Method. A computational code is developed with the Scilab open-source 
program. Two problems of beams with free ends found in the literature are studied. The interaction between 
the soil and the structure is bilateral contact. The numerical results highlight the influence on the stiffness of 
the structural system when considering the contact of the beam with the soil. 
KEYWORDS: Finite Elements; Soil-structure interaction; Pasternak. 
 

INTRODUÇÃO 
 
A interação entre a estrutura e o solo que a suporta é um aspecto crucial na 

engenharia civil e geotécnica (Worku; Habte, 2022). A escolha de uma metodologia que 
possibilite a consideração da interação entre o solo e a estrutura na análise é uma etapa 
fundamental no processo de solução do problema estrutural (Rosas et al., 2017). Segundo 
Limkatanyu et al. (2012), diversos desses problemas podem ser formulados e resolvidos 
usando o conceito de viga sobre fundação elástica. A modelagem precisa dessa interação 
é essencial para prever o comportamento estrutural sob várias condições de carga. 
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Tradicionalmente, essa interação é representada por um ou dois parâmetros de 
rigidez, como discutido por Dutta e Roy (2002). O modelo de Pasternak (Pasternak, 1954) 
é uma extensão do modelo de Winkler, que considera o solo como um conjunto de molas 
independentes. No modelo de Pasternak há duas constantes para representar o 
comportamento do solo, sendo uma delas o de cisalhamento, a qual permite alguma 
interação entre as molas. 

Neste estudo, adota-se uma abordagem computacional, a partir do programa livre 
Scilab (Scilab, 2023), para obter a resposta linear estática de vigas sobre fundação elástica 
usando os modelos de solo de Winkler, de Pasternak e de molas discretas. A interação 
entre o solo e a estrutura é considerada com contato bilateral. As estruturas são 
discretizadas por meio do Método dos Elementos Finitos (MEF), sendo que a formulação é 
fundamentada na teoria de viga de Euler-Bernoulli. 

Dois problemas de vigas com extremidades livres encontrados na literatura são 
estudados. Uma das vigas está em contato com argila arenosa em que o módulo de 
elasticidade e o coeficiente de Poisson da mesma são fornecidos. A escolha desses 
exemplos se deve à sua relevância na prática da engenharia geotécnica e à complexidade 
que apresenta em termos de interação solo-estrutura.  

 
MATERIAIS E MÉTODOS 

 
No modelo de molas discretas, a reação da mola é proporcional ao seu 

deslocamento no ponto nodal i do sistema discreto. Assim, pode-se escrever que: 
ryi = kyivi, (1) 

na qual ryi é a reação da base, vi o deslocamento vertical na direção de y e kyi é o parâmetro 
de rigidez da mola conectada no nó i da estrutura. 

O modelo de Winkler apresenta apenas um parâmetro definindo a propriedade do 
solo. Esse modelo representa a região de contato por meio de molas estreitamente 
espaçadas e independentes entre si. Essa teoria conduz a mesma resposta da mola tanto 
na tração quanto na compressão (Younesian et al., 2019). A matriz de rigidez da base Kb1 
para o elemento finito é dada por (Teodoru; Muşat, 2008): 

𝐊𝐛𝟏 =
ks1L

420

[
 
 
 
 
 
0 0 0

156 22L
4L2

0 0 0
0 54 −13L
0 13L −3L2

Sim.
0 0 0

156 −22L
4L2 ]

 
 
 
 
 

, (2) 

na qual ks1 é o parâmetro de rigidez da mola e L é o comprimento do elemento de viga. O 
modelo de Pasternak considera dois parâmetros (ks1 e ks2) para o comportamento do solo. 
Esse modelo supõe que as molas são conectadas por uma camada incompressível que se 
deforma apenas por tensões de cisalhamento (Rosas; Silva; Silveira, 2018). A matriz de 
rigidez elementar do modelo de Pasternak é dada por (Teodoru; Muşat, 2008): 
𝐊𝐛 = 𝐊𝐛𝟏 + 𝐊𝐛𝟐, (3) 

sendo a matriz Kb1 dada pela Equação (1) e Kb2 por: 
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𝐊𝐛𝟐 =
ks2

30L

[
 
 
 
 
 
0 0 0

36 3L
4L2

0 0 0
0 −36 3L
0 −3L −L2

Sim.
0 0 0

36 −3L
4L2 ]

 
 
 
 
 

, (4) 

em que ks2 representa o parâmetro de rigidez cisalhante da camada do modelo de 
Pasternak. Considerando a teoria de viga de Euler-Bernoulli, a matriz de rigidez elementar 
do elemento de viga-pilar no sistema de coordenadas locais é dada por: 

𝐊𝐌 =
E

L

[
 
 
 
 
 
A 0
0 12c1

0 −A
6c2 0

0 0
−12c1 6c2

0 6c2

−A 0
4I 0
0 A

−6c2 2I
0 0

0 −12c1

0 6c2

−6c2 0
2I 0

12c1 −6c2

−6c2 4I ]
 
 
 
 
 

, (5) 

em que c1 = I/L2 e c2 = I/L. Na Equação (5), E é o módulo de elasticidade longitudinal, I é o 
momento de inércia e A é área da seção transversal. Na teoria clássica de Euler-Bernoulli, 
os planos normais ao eixo neutro da viga permanecem retos e normais após a deformação 
(Avramidis; Morfidis, 2006). A matriz de rigidez do elemento finito de viga com base elástica 
considerando o modelo de Pasternak é descrita por: 
𝐊 = 𝐊𝐌 + 𝐊𝐛. (6) 

Se ks2 = 0, a matriz K recai no modelo de Winkler, visto que Kb2 = 0. 
 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 
 
Esta subseção traz a análise estática linear de vigas sobre base elástica e com as 

extremidades livres, considerando os modelos de solo de molas discretas, de Winkler e/ou 
de Pasternak. O primeiro exemplo diz respeito a uma viga com 20 m de comprimento e 
solicitada por forças concentradas, conforme o modelo estrutural ilustrado na Figura 1a. A 
estrutura tem módulo de elasticidade E = 200 GPa e momento de inércia I = 0,001 m4. 
Nesse exemplo, são obtidas a configuração deformada da viga com fundação de Winkler 
cujo parâmetro ks1 é igual a 30 MN/m2. A viga é discretizada por 80 elementos de viga.  
 

Figura 1 – Viga sobre forças concentradas: a) modelo estrutural; e b) configuração deformada. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 
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Também é considerado o modelo de molas discretas cujos valores de rigidez das 
mesmas são determinados por: 
ky = ks1Linfl, (7) 

em que Linfl é o comprimento de influência da mola, que na maioria das aplicações 
numéricas coincide com o comprimento L do elemento finito usado na modelagem da 
estrutura. Na Figura 1b aparece a configuração deformada da viga havendo boa 
concordância com os resultados fornecidos por Limkatanyu et al. (2012). 

O segundo problema trata de uma viga com comprimento igual a 5 m em contato 
com a argila arenosa, conforme o modelo estrutural mostrado na Figura 2a. A viga tem 
módulo de elasticidade E = 10,5 MPa e seção transversal retangular com base b = 0,4 m e 
altura h = 1,0 m (A = 0,4 m2). Esse problema foi estudado por Mullapudi e Ayoub (2010). A 
viga tem as extremidades livres e está submetida a uma carga momento no centro M = 50 
kN m.  

A argila arenosa tem o módulo de elasticidade Es = 45,5 MPa e o coeficiente de 

Poisson s = 0,21. Os valores dos parâmetros do solo da fundação são ks1 = 3,081 MPa e 

ks2 = 1,2449  104 kN. A viga é discretizada por 20 elementos finitos de viga. As 
configurações deformadas da viga considerando os modelos de solo de Winkler, de molas 
discretas e de Pasternak são apresentadas na Figura 2b. Nota-se a boa concordância entre 
os resultados obtidos com o programa desenvolvido e os apresentados por Mullapudi e 
Ayoub (2010). 

 
Figura 2 – Viga sujeita a um momento: a) modelo estrutural; e b) configurações deformadas. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

 
Nos problemas estudados, a interação entre o solo e a estrutura é tratada como 

bilateral. Esse tipo de contato considera que o solo reage tanto às solicitações de tração 
quanto às de compressão. Nesse caso, admite-se que o solo trabalha integralmente 
conectado à estrutura (Rosas; Silva; Silveira, 2017). Observa-se na Figura 2b que fica 
evidente que o sistema estrutural se torna mais rígido quando o segundo parâmetro do 
modelo de fundação elástica é considerado, ou seja, quando a fundação do tipo Pasternak 
é adotada para representar o solo.  
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Os modelos de solo definidos por apenas um parâmetro não representam as 
características de alguns tipos de fundações, uma vez que o solo é um corpo contínuo. 
Assim, o modelo com dois parâmetros de Pasternak é mais preciso para simular a 
fundação, o que torna a modelagem mais realística do comportamento do solo 
(Sapountzakis; Kampitsis, 2013). 

 
CONCLUSÃO 

 
Nos exemplos apresentados, vê-se que a metodologia proposta representa de forma 

eficiente o comportamento linear dos problemas de interação solo-estrutura. A comparação 
com os resultados presentes na literatura e com as análises via o programa desenvolvido 
com o Scilab valida a formulação implementada. Os resultados numéricos mostraram a 
influência na rigidez dos sistemas estruturais ao se considerar o contato da viga com o solo. 
As configurações deformadas das vigas foram apresentadas, evidenciando as diferenças 
nas respostas preditas pelos modelos representativos do solo. Além disso, este estudo 
destacou a importância do modelo de Pasternak com dois parâmetros para uma 
representação mais realística do comportamento do solo. Foi observado que o sistema 
estrutural se torna mais rígido quando o segundo parâmetro do modelo de fundação 
elástica é considerado, ficando de acordo com a literatura científica. Por fim, é de suma 
importância a necessidade de considerar modelos de solo mais complexos em análises de 
interação solo-estrutura para obter resultados mais precisos. 
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