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Estudos de métodos de otimizacao

Optimization methods studies
Josiane Mariane Batistal, André Luis Machado Martinez?2

RESUMO

Programacéo matemética, direta ou indiretamente, € um tema muito presente em diversos campos da ciéncia.
Diversas areas recorrem a técnicas de otimizacdo na tomada de decisdo. Dentre elas, pode-se citar,
agricultura, financgas, transporte, processos quimicos, produtivos, recursos naturais, ambientais e energéticos,
entre outros. Deste modo, o objetivo principal € modelado matematicamente com o intuito de minimizar ou
maximizar uma funcdo em um determinado conjunto, como, por exemplo, 0 custo ou o lucro em determinado
processo. Matematicamente, pode-se dizer que a otimizagao consiste em encontrar pontos de minimo ou de
maximo de uma funcdo real sobre um conjunto de restricbes. Assim, ao longo deste primeiro ano
desenvolveu-se estudo introdutdrio sobre otimizacgao, iniciando com conceitos de célculo de fungdes de uma
ou mais variaveis, em seguida, foi abordado as condi¢des de otimalidade para fungdes reais de uma ou varias
variaveis reais. Com este conhecimento, foi possivel desenvolver algoritmos que testam o Método gradiente
e Método gradiente com Secao Aurea, no software MATLAB.
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ABSTRACT
Mathematical programming, directly or indirectly, is a very present topic in many fields of science. Several
areas appeal to optimization techniques in decision-making. Among these, agriculture, finance, transportation,
chemical processes, production, natural resources, environment and energy, and others. This way, the main
goal is modeled mathematically in order to minimize or maximize a function in a given set, such as cost or
profit in a given process. Mathematically, optimization can be said to consist of finding the minimum or
maximum points of a real function over a set of constraints. Therefore, over this first year, an introductory study
of optimization was carried out, starting with the concepts of calculating functions of one or more variables,
followed by the optimality conditions for real functions of one or many real variables. With this knowledge, it
was possible to develop algorithms that test the Gradient Method and Gradient with Golden Section in the
MATLAB software.
KEYWORDS: Optimality conditions; MATLAB; Optimization.

INTRODUCAO

A otimizacdo matematica, segundo Cardoso e Avila (2013), é a busca pela melhor
solucéo possivel, considerando diversas variaveis e um conjunto de restricbes aplicadas a
uma funcéo. Isto, pois cotidianamente, em diversas areas de atuacao, surgem problemas
gue requerem solucbes precisas, porém também apresentam condi¢cdes, principios,
situagBes ou elementos variados em seu desenvolvimento (MARTINEZ; SANTOS, 1998).
Sendo assim, para resolver essas questfes € necessario chegar a valores minimos ou
maximos dentre o0s possiveis resultados, que estdo em um intervalo determinado — conjunto
de possibilidades. Portanto, este resultado, minimo ou maximo, é chamado de solucdo
6tima, pois demonstra o melhor resultado dentre todas as solu¢des factiveis do conjunto.
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O objetivo principal de utilizar a otimizag&o nos projetos - independentemente de sua
area - é para auxiliar na tomada de decisfes, ja que este método traz para a equipe a visdo
cientifica da melhor solugéo (RIBEIRO; KARAS, 2012). E, para que seja possivel otimizar
0s problemas encontrados, € necesséario aplicar os devidos métodos de resolugéo,
conforme o tipo de funcao que o problema gera, ou seja, qual a situacao que este traz. Uma
das formas de resolucdo € aplicando a programacao linear (PL), a qual é empregada
apenas em casos com funcgdes lineares e com restricées de representados por um conjunto
de equacdes lineares; ja outra delas, é a programacéao nao-linear (PNL), que é utilizada nos
casos formados por sistemas de equacdes nédo lineares, e esta é dividida em outros tipos:
os deterministicos, 0s estocasticos e 0os enumerativos (CARDOSO; AVILA, 2013).

A derivada de uma funcéo é o equivalente ao coeficiente angular da reta tangente a
esta funcdo, em qualquer um de seus pontos. Quando o coeficiente angular da tangente é
nulo para uma fungéo continuamente derivavel, identifica-se um ponto critico para a fungao,
este pode ser um maximo relativo, um minimo relativo ou, entdo, um ponto de sela que,
apesar de possuir declividade nula, apresenta elevacdo maxima em uma direcao e minima
em outra. Estes dados séo utilizados no estudo de otimalidade, contudo, somente valores
minimos ou maximos importam e, a cada problema variam entre si, sendo assim, é
necessario distinguir qual dos casos ocorre a cada anulacdo da derivada.

Durante a pesquisa sobre os métodos de otimizacdo, deu-se enfoque ao método
gradiente comum e aquele com aplicacdo da secdo aurea. Ambos os métodos foram
estudados, aplicados e testados em codigos desenvolvidos por meio do software MATLAB,
para que fosse possivel realizar um comparativo sobre a funcionalidade deles com ou sem
a aplicacdo do passo, determinado pela secdo aurea. Portanto, o restante deste trabalho
esta dividido da seguinte forma. Uma se¢éo sobre os métodos de otimizacdo que apresenta
a descricdo do método gradiente e do método utilizado para determinacdo do tamanho do
passo — 0 método da secdo aurea. Na secao de testes numéricos € avaliada a eficiéncia
da inclusdo do método da secdo aurea no metodo gradiente. Por fim, a Ultima secéo
apresenta a concluséo do trabalho.

METODOS DE OTIMIZACAO

Em diversas areas, muito se emprega o calculo das raizes de uma funcdo como
resolucdo de problemas, principalmente nas engenharias. Por isso, existem métodos
formais, na matematica, que permitem a determinacdo exata dessas raizes — ou também
chamadas, “zeros” da funcdo. Contudo, estes métodos formais exatos sdo limitados,
garantindo solucdo apenas aos polinbmios de até terceiro grau, 0 que exige uma certa
intuicdo no processo de resolugdo matematica para polinbBmios com maior grau, ja que nao
existe uma férmula exata para solugcdo. Portanto, para determinar raizes em problemas
envolvendo funcgdes polinomiais de maior grau e fun¢cdes ndo polinomiais, uma variedade
de métodos foi criada para encontrar solu¢des aproximadas.

METODO GRADIENTE

O método gradiente € um tipo de processo de otimizacao, utilizado para encontrar o
minimo de uma fun¢do. Este € um algoritmo de otimizacdo de primeira ordem, sendo sua
principal caracteristica a simplicidade conceitual e implementagdo, seguindo uma
abordagem incremental, atualizando iterativamente o ponto atual com base no gradiente,
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até que um critério de parada seja alcancado - critério este que pode ser: um numero
maximo de itera¢des, uma tolerancia de erro minima ou a convergéncia da fungéo.

A atualizacao do ponto ocorre com base na dire¢cdo oposta ao gradiente da funcéo
(Vf). O processo se inicia em um ponto x, e caminha sobre a linha determinada pelo
gradiente — o0 qual aponta para o maior crescimento da funcdo f, por isso, é utilizado seu
oposto, que indica o decrescimento. Este processo pode ser descrito em termos
matematicos como na Eq. (3).

Xpp1 = X — aVf (), (3)

o valor de a pode ser alterado para obter uma convergéncia mais rapida, pois o passo do
gradiente (a = 1) pode dificultar a convergéncia.

Apesar desse método ser muito eficiente, especialmente em problemas com grande
namero de variaveis, pois a atualizacdo do ponto € baseada apenas no gradiente local, o
gue permite que o método seja aplicado de forma escalavel, € importante destacar que ele
apresenta algumas limitagdes. Em fungcbes ndo convexas, com muitos minimos locais ou
guando apresenta pouca variacdo, o método pode estacionar em regides de platbé ou pontos
de sela, dificultando a convergéncia para uma solucdo. Nesses casos, pode ser aplicado a
combinagdo com outros métodos de otimizacdo para calcular o passo do método, como por
exemplo o método da sec¢do aurea.

SECAO AUREA

Com a intengdo de determinar com eficiéncia o tamanho do passo, o método da
secdo aurea se fez necessario. Tal método € baseado na busca do minimo de funcdo
unidimensional utilizando a proporcdo aurea (¢), na intencdo de dividir iterativamente o
intervalo em intervalos menores, assim, adaptando o tamanho do passo do gradiente.

A técnica envolve dividir o intervalo — determinado por c¢; € ¢, — em duas partes
usando a proporcéao aurea, avaliar a fungdo nos pontos internos e atualizar o intervalo com
base na comparacédo das avaliagfes. A partir da escolha inicial do intervalo, o método passa
a reiterar os valores a cada passagem pelo codigo, até que se alcance o minimo da funcéo
ou atinja um critério de parada.

A maior vantagem da aplicacdo do método da secdo aurea € descartar uma maior
parte do intervalo a cada iteracao, fazendo com que convirja mais rapido para o resultado
procurado (minimo ou maximo da fun¢éo). No entanto, este método néo € eficaz quando
se trata de funcdes que possuem mais de um minimo dentro do intervalo considerado,
portanto, deve-se analisar previamente quais valores de c; e ¢, serdo adotados, caso a
fung&o n&o seja unimodal.

TESTES NUMERICOS

Durante os estudos, foram desenvolvidos dois codigos no software Matrix Laboratory
(MATLAB) para comparac¢ao da convergéncia de minimo da fungéo utilizando cada método.
Sendo o primeiro deles desenvolvido apenas com base no método gradiente e o outro
aplicando o passo da sec¢ao 4urea.

A fim de comparar a funcionalidade dos cddigos, escolheu-se 10 funcdes de varias
varidveis com - pelo menos - 1 ponto de minimo. A cada aplicagdo, 0 mesmo ponto inicial
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e precisao foram inseridos em ambos os programas. Para melhor visualizar a convergéncia
de cada método, foi desenvolvido o quadro comparativo, nele € apresentado o ponto inicial
e a precisdo escolhida para os métodos, bem como os resultados: o ponto de minimo
encontrado e o numero de iteragdes gastas para isso, como apresentado na Figura 1.

Figura 1 — Quadro de testes comparativos entre métodos

" Ponto o= Método do N° de Método do Gradiente + N° de
Fungdo Inicial Precisao Gradiente interagtes Secdo Aurea interagdes
1 [ floy)=x2+y?2 (1,1) 10™* |(0,35;0,35)-107* 508 (0,26;0,26) - 107* 67
2 [ flry)=x+y>—2x—6y (2,2) 107% | (1,00;2,99) 394 (1,00;2,99) 52
3 fay)=x—1D2+y*+(6—x—2y) (3.3) 10~* | ndo convergiu 299 (1,83;1,66) 59
4 [ fOoy)=x>+y3—3xy+4 (3.3) 107 | ndo convergiu 1001 (1,00;1,00) 32
5 | flx,y)=x>+y*—2x (2,2) 10™* | (1,00;0,00) 531 (1,00;0,00) 69
6 | fx.y)=x+y%—16y (1,9) 10™* | (0,00;8,00) 508 (0,00;8,00) 67
7| fxy) = 51,12 + %yz —4x—y (6.6 10™* | (8,00;4,50) 33 (8,00;4,50) 498
8 [ flxy)=x2 +§y2 —x—3y (0,3) 10™* | (—0,50;3,37) 456 (—0,50;3,37) 122
1 1
9 [fx.y) = Ex“ + Zy4 —x—y+4 (2,2) 10™* | ndo convergiu 8 (1,00;1,00) 41
1 1
10 | f(x,y) = ixz + iyz +32 (3.3) 10™* | (0,03;0,03)-107* 3 (0,64;0,64) 107 142

Fonte: Préprio autor.

Além disso, foi criado um grafico de barras que contrasta a diferenga no nimero de
interac®es, que ocorrem até o ponto de minimo ser encontrado, para aplicacdo de método,
como pode ser observado pela Figura 2.

Figura 2 — Gréafico em barras: N° de interac6es dos métodos de otimizacao
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Fonte: Préprio autor.
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Com os resultados dos testes realizados, foi perceptivel que em equacdes onde o
coeficiente da derivada aumenta — seja por conta do coeficiente de x e y na funcéo ou,
entdo, pelo grau da prépria — o método gradiente comum exibe divergéncia. Em
contrapartida, a medida que o coeficiente diminui, 0 método converge mais rapidamente,
podendo até superar a velocidade do método adaptado com sec¢éo aurea.
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