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Modelo Dinamico de um Quarto de Roda

Quarter wheel dynamic model
Gustavo Freitas Soares?, Hércules Alves de Oliveira Junior?

RESUMO
O modelo dinamico de um quarto de roda abordada no presente trabalho, é amplamente estudada para
auxiliar no desenvolvimento de sistemas de amortecimento veicular, levando a um maior conforto para os
usudrios do veiculo e maior estabilidade na conducdo do mesmo. Para a montagem das equagfes
considerou-se a massa da roda, a massa do chassi e fez-se o balanco de forgas envolvidos nesse sistema,
igualando for¢ca com massa multiplicada pela aceleragdo. Cada vetor do diagrama de forcas foi expandido em
equagfes com as variaveis correspondentes aos coeficientes de amortecimento lineares e nao lineares do
chassi e da mola. O objetivo desse estudo foi encontrar os pontos de equilibrio, popularmente chamados de
“nés”, e para tal foram feitas as derivagdes de cada equacado expandida em fungdo das quatro variaveis de
estado envolvidas. Ao final foram feitas as jacobianas de cada um dos seis casos possiveis, considerando
gue o uso do moédulo da fungédo sinal gera dois possiveis resultados.
PALAVRAS-CHAVE: Dindmica; Nao-linear; Roda; Forgas.

ABSTRACT

The quarter wheel dynamic model addressed in the present work is widely studied to assist in the development
of vehicle shock absorbing systems, leading to greater comfort for vehicle users and greater stability for the
driver. For the assembly of the equations, the mass of the wheel and the mass of the chassis were taken into
consideration, and a balance of forces involved in this system was made, equating force with mass multiplied
by acceleration. Each vector of the force diagram was expanded into equations with the variables
corresponding to the linear and non-linear shock absorbing coefficients of the chassis and spring. The
objective of this study was to find the equilibrium points, popularly called “nodes”, and for this purpose,
derivations of each expanded equation were made as a function of the four state variables involved. At the
end, the Jacobians of each of the six possible cases were made, considering that the use of the module of the
signal function generates two possible results.
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INTRODUCAO

O modelo dindmico de um quarto de roda € um conceito central na engenharia
automotiva, desempenhando um papel crucial na compreensdo e otimizagdo do
comportamento de uma Uunica roda de um veiculo em movimento. Esta abordagem é
essencial para o desenvolvimento de sistemas de suspenséo, diregcéo e tragcdo, bem como
para garantir a seguranca, o desempenho e a eficiéncia durante a conducdo. Neste
trabalho, exploraremos os principios subjacentes a esse modelo, examinaremos suas
aplicacbes préticas e destacaremos sua relevancia na inddstria automobilistica,
contribuindo para o avanco de veiculos mais seguros e eficazes.

MATERIAIS E METODOS

A metodologia adotada para elaboracdo do estudo foi a revisdo da literatura a
respeito da dindmica veicular e a base teérica de um estudo anterior (Emerenciano, 2017,
p.27). A pesquisa utilizou da analise critica dos assuntos abordados nos trabalhos revistos
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para a filtragem do material a ser selecionado como embasamento teodrico do presente
estudo. Para continuidade da abordagem foram desenvolvidos calculos utilizando a revisao
da literatura a respeito da mecéanica classica (GOLDSTEIN, 2002) e fundamentos da fisica
(HALLIDAY, 2002).

O presente trabalho tratou da analise e estudo dos pontos de equilibrio e dinamica
da roda. Para auxilio do estudo foi utilizado o software solidworks criando a modelagem do
sistema de amortecimento, contemplando roda, pistdo do amortecedor e ligagdo com o
chassi.

Foram utilizados valores de referéncia para os calculos nos quais foram atribuidos
valores as constantes, porém para as deducdes, ndo foram utilizados valores numéricos.

A partir da derivacdo parcial das equacdes de estado (em relacdo a cada uma das
variaveis de estado: x;, x,, x3, x, ) foi criada a matriz A (Jacobiana) de representacédo da
seguinte equagao:

x = Ax + G(x) +Bu (Emerenciano, 2017, p.32).

Os maiores empecilhos para o desenvolvimento do trabalho foram a fase de testes
das equacdes para que contemplassem os componentes lineares e nao lineares, mesmo
apos a derivacdo. Para garantir o sucesso desses calculos foram calculados 6 casos,
incluindo os valores variaveis contemplando o emprego do médulo nas equacdes.

Para validacdo dos célculos foram utilizados a plataforma Symbolab. (Symbolab,
2023).

RESULTADOS E DISCUSSOES

E observado que a descricdo da dinamica de uma roda de veiculo pode ser
representada matematicamente mediante a aplicacdo do Principio Fundamental da
Dinamica, que relaciona o produto da massa da roda com a sua aceleracao.

Fr = ma = mi )
A presente equacao foi aplicada ao diagrama de forgas do sistema, resultando na derivagéao
de expressdes algébricas que se relacionam com as variaveis das massas, bem como os
parametros dos coeficientes associados a faixa de atuacdo da mola e do amortecedor.

Figura 1 — Modelagem de sistema roda-amortecedor

Fonte: Autoria propria
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Figura 2 — Diagrama de forgas envolvidas no sistema
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Fonte: Autoria prépria

Portanto, temos que:

mcjéc = bs(xw - xc) + ks(xw - xc) —-F (2)
Para a massa do chassi:
mrjéw = _bs(xw - xc) + ks(xw - xc) - kt(xw - xr) +F (3)
E
ks(xw - xc) = kls(xw - xc) + k?l(xw - xc)3 (4)
bs(xw - xc) = b.é(xw - xc) - b31|5CW - xcl"'b;ll\/ xw - xcsgn(xw - xc) (5)
Fazendo as substituicbes temos que:
X1 = X¢
xz == xc
Xy = X¢
X3 = Xy
X4 = Xy
Xy = Xy
W= X,
u=F
Célculos:
Matriz A =
0 1 0 O
—ks! —bst k_sl b_sL
ms ms ms ms
0 0 0 1
kst bst —(ks'+kt) —bs!
mu mu mu mu

Substituicdo dos termos:
ks'=T;bs'=V;ms=R; mu=P; kt=Q; bs¥ =Z; ks" =S

Logo, temos que:

Matriz A =
0 1 0 0
T v T Vv
R R R R
0 0 0 1
T v -+ Vv
P P P P
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Para calcular os autovalores e autovetores precisamos

equacdes originais:

X2 = 0 = X4, Iogo

Xo= X1+ X3+—(x3 x1)3- l_O
ms ms

Aplicando a substltun;ao.

o= iyl 4+ Iya S(xa- x1)A3 - % =

X2= —X +RX3+R(X3 x1)"3 - 0

Xa=Ixt - @X3+£(x3 —x1)3+2Ww +%=0
P P P P P

Consideramos (x3 — x1)3= 0, portanto

-T 1 T u _

—X*+-=x3 -==0

R R R

E para descobrir X1 temos gue fazer a substituicdo em:

T-9)

T
—x1 - X3+ w+i=0
P P P

14 P T P P

u
X1=-W - p
Portanto,
X3 =-W

UTrer
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encontrar X1 € X3 nas

Com x1 e x3 determinados passamos para a constru¢éo da Jacobiana:
af of of @
Usando 2L 2L 2L °I para cada uma das linhas da matriz

6x1 axz aX3 dx. X4

Caso 1 sgn(x, —x,) = -1, se (x, —x,) >0 ; X1=-W-¥ e x3=-W

0 1 0
T 65 V | Z | Nabs(xs—xz) T 65 vV oz
————=x3 —=+= ———=x; —-—=
R R R R 'R 2|xa-xq R R R R
0 0 0
T 6S X Vv Z N absr(x4 X3) (T+Q) 6S X
P P 3 P P P 2 lxg-xa P p 1

Fazendo as substituigbes de xi1 e x3encontrados:

N abSI(x4 -X3)

R

Z

P

2\/ [22—24]

N absr(x4 -X3)

P 2\[ .X'Z—X4_I

0

N absr(x4 -X3)

(6)
(7)

(8)

(9)

(10)
(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

v  Z N absr(x4—x2)

0 1 0
_T 65 _V | Z | Nabsi(x4—x3) T 65, o, u V_ Z
R+RW R+ +R 2y/lxz—x4] R R(W T) R R R2m|
0 0 0
Z+§W K_E_ﬂabs’@t x3) (T+Q)+ ( W —

P P P 2\[ x2—x4|
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O processo € repetido para os casos seguintes com variagcdo do valor da funcdo
sinal.

Caso 2sgn(x, —x,) =1, se (x, —x;) <O0; xl=-W-¥ e xsa=-We |x, —x,|"=-1(16)

0 1 0 0
_ T 65 vV, ,z N absr(x4 X3) T 65, _u V,Z N absr(x4—x2)
R+RW R+ +R 21X, —%4] R R( w T) R+R Rz,/xz—x4|
0 0 0
T 65 V _Z Nabsi(xs—x3) absi(x4—x3) (T+Q) _u vz ﬂabsr(m—xz)
P+PW P P P 2|x;—xa4| + (W ) P P P 2[x3—x4

Caso 3 sgn(x, — x;) = 1, se (x, — x,) < 0; X1=-W-% e xa=-W e |x, —x,|'=1(17)

0 1 0 0
_T 65 Vv _z N absr(x4 X32) T 65, _u v _Z N absr(x4—x2)
R TR R w R R TR R 2\[xz—x4l R + R =w T) R R tx R 2,/|x2—x4|
0 0 0
_ T, 6S V,Z N absr(x4 Xx3) (T+Q) 6S v,z N absi(x4—x3)
l P + P W P + P P 2,¢|x2—x4| P ( W ) P P P 2\/ |x2—x4| J

Caso 4 sgn(x, — x,) =0, se (x, — x,) = 0; X1=-W-¥ e x3=-W e |x, —x,|" =-1(18)

0 1 0 0
LTSy VI T8y w vz
R R R R R R T R R

0 0 0 1
TpSy Loz @9 _uy v_z
P+PW P P + (W ) P P

Caso 5 sgn(x, — x,) = -1, se (x, — x3) > 0; xlz-w-g e x3=-W e |x, — x,|" = 1(19)

0 1 0 0
LTSSy _V,Z_NabsGuoxp) T _6S_p, o V_Z_ NabsiGiuoxs)
R+ R w R+R R 2y[xz—xal R =w ) R R R 2,/|x2—x4|
0 0 0
T 65 Vv z Nabsr(x4 X3) (T+Q) _u K_E_ﬁabsr(x‘,—xz)
P + P W P P + P qule .X'4_| P ( W ) P P P 2,/|x2—x4|
Caso 6 sgn(x, —x3) =0, se (x4, —x3) = 0; X1=-W-¥ e x3a=-W e |x, —x,]|"=1(20)
0 1 0 0
_Ty 8y _Y_Z T 8S g w V_Z
R R R R R R T R R
0 0 0 1
Z+§W K+£ (T+Q) _( W__) _K+£
P P P P P P P

Partindo para o céalculo do autovalor e autovetor:
Substituicdes:
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a=/]xz — x4
b = abs'(x, — x3)
Logo:
a?A*PRT+a?A2PT(AWV—-AZ—-6SW+T)+6a?A2RSu+a?A>RT(—AV+AZ+Q+6SW+T)
a?PRT
72a%S?uW+Ta?(—2A%V2+4A2VZ-22%Z%+AQV-1QZ)
a?PRT
+
Ta?(—6QSW+QT—725*W?2+125W+2T?) 21)
a2PRT
Conclusbes

O resultado do estudo foi obtido através da derivacdo parcial das equacdes de
estado (em relacdo a cada uma das variaveis de estado: x;, x,, x3, x,) foi criada a matriz
A (Jacobiana) de representacédo da seguinte equacgao:

x = AX + G(x) +Bu (Emerenciano, 2017, p.32).

Enunciando a dependéncia da estabilidade do sistema veicular com os coeficientes de
atuacao linear da mola, massa do chassi, massa do eixo da roda, velocidade de deslocamento do
chassi e posi¢éo do eixo da roda.
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