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Solution and analysis of linear, discrete and time-invariant system
waveforms
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RESUMO
Neste trabalho apresentou-se a resolugdo de uma equacgéo de sistema linear em tempo discreto (LDIT),
denominada equacgéo diferenca, tanto em forma interativa, quanto a solu¢do fechada. Primeiramente,
mostrou-se a solugdo em resposta de entrada nula, negligenciando-se o sinal de excitacdo do sistema e
posteriormente, obteve-se a resposta de estado nulo. A partir das duas respostas constitui-se a resposta total
do referido sistema. Para validagdo dos resultados, utilizou-se o software MATLAB®, no qual ilustraram-se
os graficos das equacdes assim como a sobreposigcédo das formas de onda de entrada e estado nulos.

PALAVRAS-CHAVE: Sistema Discreto Linear Invariante no Tempo?!; Equacdo a Diferenca?; Solugédo no
Tempo?; Simulagdo Computacional“.

ABSTRACT
This work presented the resolution of a linear system equation in discrete time (LDIT), called difference
equation, both in interactive form and as a closed solution. Firstly, the solution was shown in null input
response, neglecting the system excitation signal and subsequently, the null state response was obtained.
From the two responses the total response of that system is constituted. To validate the results, the MATLAB®
software was used, in which the graphs of the equations were illustrated as well as the superposition of the
input and null state waveforms.

PALAVRAS-CHAVE: Time-Invariant Linear Discrete Systeml; Difference Equation?; Solution in Time3;
Computer Simulation.

MATERIAL E METODOS
RESPOSTA A ENTRADA NULA

Deseja-se resolver a seguinte equacao diferenca, dadas condic¢des iniciais:

y[n + 2] — 1,774y[n + 1] + 0,8187y[n] = 0,046638[n + 1] + 0,043625[n]
y[-1] = a ¢
y[-2]=b
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Primeiramente, constituiu-se o polindbmio caracteristico da equacéo diferenca a partir da

notacéo operacional, da forma:

€2 —-1,774¢ +0,8187 =0

Resolveu-se a Eq. (2), e obtiveram-se as raizes complexas conjugadas:

y1 = 0,90482e%1987% e y, = 0,90482¢ 019879

A forma geral da resposta [1] de entrada nula € expressa por:

yolnl = c1(r)" + c2(r2)"

Ao considerar as condi¢des iniciais da Eqg. (1) e aplica-las na Eq.(4) obtém-se:

{}’0[_1] = C1(Y1)_1 + Cz()/z)_1 =a
yol[-2l=c1(y1) ™+ c;(¥y2)"2= b

Assim, construiu-se um sistema, da forma:

{01()/1)_1 + ) t=a
(1) 2+ co(y) 2= b

-1 -1
oo ole=6)

Para resolucao da Eq (7), utilizou-se a regra de Cramer da forma:

a (y)7!
b (y))~*
)™t 2™
™2 ()2

= a(0,887 — 2,11211i) + b(—0,40935 + 2,03194i)

1:

o)™t a|
yr)™* b

)™t 2!
)2 (272

= b(—0,40935 — 2,03194i) + a(0,887 + 2,11211i)

C2=

c1 = 2,2908ae 11732 4 2,07276be 70959

¢y = 2,07276be~ 176959 4 2,2908qe173%
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Substituindo as condicdes da Eq. (1) e as raizes da Eq. (3), obtem-se:

Yoln] = (2,2908ae 1732 + 2,07276be™7695°1)(0,90482¢%1987%))" + (2,07276be 17695 +

2,2908ae117321)(0,90482¢ ~0198791)" (12)

Simplificando a expressdo através a definicdo complexa do cosseno, constitui-se a
resposta a entrada nula:

yoln] = 4,5816a(0,90482)" cos(—1,1732 + 0,1987n) + 4,1454b(0,90482)" cos(1,76959 + 0,1987n)
(13)
RESPOSTA A ESTADO NULO

Primeiramente, escreveu-se a resposta de estado nulo em seu formato geral [1]:
by
hin] = A¢8[n] + yc[nluln] = —=8[n] + yc[n]uln] (14)
N

yelnl = 1yt + c2v7 (15)
Em seguida, calculou-se a constante A, a partir dos coeficientes de y[n] e 8[n]:

0,04362 727 16
07 0,8187 ~ 13645 (16)

Substitui-se a Eqg. (16) na Eq. (14)

727

h[n] = m(ﬁ[n] + (71 + v Huln] (17)

Realizou-se o atraso e mudou-se a notacdo da Eq. (1) de y[n] para h[n] para calcular

h[0]e h[1] de forma recursiva:
h[n] — 1,774h[n — 1] + 0,8187h[n — 2] = 0,046638[n — 1] + 0,043628[n — 2]
h[0] — 1,774h[—1] + 0,8187h[—2] = 0,046635[—1] + 0,043628[—2]

h[0] = 0 (18)
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h[1] — 1,774h[0] + 0,8187h[—1] = 0,046638[0] + 0,043625[—1]
h[1] = 0,04663 (19)

Considerou-se os resultados das recursdes Eq. (18) e Eq. (19) e se obteve:

h[0] = 727 5[0] + O+ cyd) = 727 +cy+ 20
727 L
h[1] = ——=6[1] + (c1¥1 + c2¥2) = c1¥1 + Y2 (21)

13645
Com isso, construiu-se o sistema de duas equacdes e duas incognitas:

{cl +¢, = —0,05621106 ’s
171 + CrYo = 0,04663 ( )

Utilizou-se a regra de Cramer para a resolucéo do sistema da Eq. (20) e obteve-se:

~0,05621106 1

4 .

o = O'OY 663y %20 = —0,02663979 — 0,2627111i = 0,2640e 167185 (23)
2771

1 -0,05621106

¢, =2 y0'0$663 = —0,02663979 + 0,2627111i = 0,2640¢ -67185i (24)
2771

Substitui-se as as constantes obtidas em Eq. (23), Eg. (24) e as raizes obtidas em Eq. (3) ha

Eq. (17) resultando em:

Yeln] = (0,26406‘157185" (0,90482¢0198791)" 4 0,264Oe+1'67185i(0,90482e‘°'19879i)n) =

0,528(0,90482)" cos(1,6718 — 0,19879n) (25)

Apbs isso, simplificou-se a Eqg. (21) através da identidade trigonométrica do cosseno
complexo e substitui-se as Eq. (16) e (21) em (14), na qual constitui-se a resposta de estado
nulo.

727

hinl = 13625

&[n] + [0,528(0,90482)" cos(1,6718 — 0,19879n)Ju(n] (26)
Nao foi necessario a convolucao Eq. (26), poisx[n] = &[n].
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Dessa forma, a resposta fechada [1] é expressa por:
y[n] = h[n] + yoln] (27)

Substituiram-se as Eq. (13) e (26) em (23):

727
yin] = 13645

4,5816a(0,90482)™ cos(—1,1732 + 0,1987n) + 4,1454b(0,90482)" cos(1,76959 + 0,1987n)  (28)

S[n] + (0,528(0,90482)" cos(1,6718 — 0,19879n))uln] +

RESULTADOS
Para a ilustracdo dos gréficos foram utilizado os valoresde a =1eb = 2.

Figura 1 — Resposta a entrada nula utilizando Eq. (13)

. gréfica da resolugo y0[n]
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Figura 2 — Resposta ao estado nulo utilizando Eq. (26)

Representagao grafica da resolugéo h[n]
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Fonte: autoria propria

Figura 3 — Resposta total do sistema utilizando Eq. (28)

Comparagio entre a solugéo recursiva e solugio fechada
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CONCLUSAO

Conclui-se que os os resultados das solugBes separadamente coincidem, tanto nos
casos de entrada nula, quanto de estado nulo, por meio da validacdo numérica. Essa €
uma metodologia que pode ser aplicada a projetos de sistema reais, para checagem em
processos industriais por exemplo, essa é uma metodolodia valiosa quando ndo ha reposta
pronta.
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