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Modelagem no Dominio do Tempo, Solucao via
Transformada de Laplace e Analise das Formas de Onda de
Circuito Elétrico RLC Chaveado

Modeling in the time domain, solution of Laplace’s
transform and analysis of the waveforms of a passive RLC
commutative eletrical circuit

Otavio Amaro de Paula dos Santos’, Matheus dos Santos Bezerra?,
Flavio Luiz Rossini®

RESUMO

O artigo propde a modelagem matematica no dominio do tempo continuo de um circuito elétrico passivo RLC,
por meio das leis de Kirchhoff para obteve-se o sistema na forma de equacgdes diferenciais, solugéo a partir
da transformada de Laplace e analise das formas de ondas das correntes elétricas e das tensdes por meio
dos softwares Matlab® e LTspice®. Assim, foram estabelecidas as seguintes etapas de desenvolvimento do
presente artigo: (/) modelagem do sistema dindmico no dominio do tempo; (ii) aplicagéo da Transformada de
Laplace; (iii) elaboracdo das simulagdes no software Matlab® a partir das solugdes fechadas; (iv) simulagéo do
circuito chaveado no software LTspice®; e (v) validacdo e andlise das formas de onda. O trabalho proposto,
contribui para estudantes, engenheiros e profissionais na area de engenharia elétrica, com a apresentacao do
modelo, a solugao do sistema de equacdes diferenciais e a checagem por meio de dois softwares reconhecidos
na area de tecnologia e desenvolvimento.

PALAVRAS-CHAVE: Circuito chaveado; Circuito elétrico; Equacdes diferenciais; Transformada de Laplace.

ABSTRACT

The article proposes the mathematical modeling at the time domain of a RLC passive eletrical circuit, by the
Kirchhoff's law obtained the system in differential equations form, using the Laplace's transform, and analysis
the waveforms of the voltage and eletrical current by the softwares Matlab® and LTspice®. Therefore, was
established the following stages:(/) modeling the dynamic system at the time domain; (ii)The aplication of
Laplace's transform; (iii) The formulation of Matlab simulation from the closed solutions; (iv)) simulation of de
switched circuit on software LTspice; and (v)validation and analysis of the waveforms. The proposed work,
contributes to students, enginners and works in the eletrical engennering area, with the presentation of the
model, the solution of the differential equations system and the check by the two softwares recognized in the
tecnology and development area.
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INTRODRUCAO

Neste artigo, realizou-se a aplicacdo da transformada de Laplace num sistema de equagdes
diferenciais obtidas por meio da modelagem matematica de um circuito elétrico pelas leis de Kirchhoff.
Além disso, foi exposto como a transformada pode ser empregada na resolugao de um circuito elétrico,
no qual ocorre a comutacao de uma chave, o que pode alterar a topologia do circuito e a consideracao
de condigdes iniciais para a nova estrutura do circuito [1]-[3]. Os resultados obtidos foram checados e
validados a partir de softwares reconhecidos no meio académico. O software LTspice® simulador de
circuitos elétricos para obtengado de formas de onda das correntes e das tensdes. O software Matlab®,
usado na construcdo e comparacao das formas de onda da solucao fechada obtidas por meio da
aplicacao das transformadas de Laplace, aos resultados da simulagéo do software LTspice®.

APLICACAO

A transformada de Laplace foi aplicada a um circuito RLC passivo chaveado, para o qual antes
do tempo zero a chave esta aberta e todas as condic¢des iniciais do circuito sédo nulas. No instante de
tempo zero, a chave do circuito foi fechada e um novo equacionamento para o circuito foi realizado.

Figura 1 — Circuito RLC chaveado
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A modelagem matematica foi obtida através do uso das equacdes diferencias de cada compo-
nente. Nas equacdes obtidas por meio da modelagem foram aplicadas a transformada de Laplace.
A modelagem matematica para calculo da carga é expressa por:
q(1) | ,dq(t) 1

1 4
V) =l A s

Para calcular a equagao da corrente no circuito, partiu-se do mesmo principio, com as equagdes
diferencias da corrente.

] 1 4 .
d;(:)+4i+$ O i(H)e™* dt )

Ao considerar os célculos da transformada inversa aplicada, a equacéo da carga foi descrita por:

(1) (1)

i(n=1

q(t) = —10e~> cosh(V21r) — 10V2e~2" senh+/(21) + 10u(r) (3)

A funcgao de carga do capacitor descrita pelo produto da divisdo da carga Eq. (3) pelo valor do
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capacitor, descrita por:

—10e‘2’c0sh(\/§tsenh\/f2t) +10u()) — 10V2e~2
ve(t) = 05 (4)
Ao realizar a divisdo por 0,5 mostrada na Eq. (4), obteve-se a equagéao correspondente ao valor da

tensdo presente no capacitor, em qualquer instante do tempo, descrita por:

ve(t) = =20e~ 2 cosh(N2t) — 20V2e~* senh+[(2t) + 20u(r) (5)

Para calcular a equagéo algébrica da corrente existem duas maneiras: (/) calcular por meio da
equacao diferencial, Eq. (2), seguido da aplicacdo da transformada de Laplace; ou (ii) derivar a
equagao da carga, Eq. (3).

Assim, selecionou-se a Eq. (2), a funcao da corrente para o circuito aberto, em seguida foi
aplicada a propriedade da equacao diferencial. Como mostrado a seguir:

1
dt

t
+4i+i/ i(t)e *'dt = 20u(t) (6)
0,5 Jo

Com as condigdes nulas a partir da aplicacao da transformada na Eq. (6), obteve-se:

21(s) 20
s

sI(s)+41(s) + (7)

A partir da aplicagéo da transformada inversa na Eq. (7), obteve-se a equagao de corrente no indutor
no circuito com a chave aberta.

i(t) = 10V2e~ sinh(V21) (8)

Para chegar as condicdes iniciais bastou aplicar o limite de t — ~ nas equacdes de corrente do

indutor, Eqg. (8), e tensdo no capacitor, Eq. (5), da forma que o valor do capacitor descreve-se como:
lim ve(7) =20V (9)

E para a corrente no indutor:

A Modelagem matematica da Malha 1, pode ser escrita como:

di| (1)
dt
Aplicou-se a transformada na Eq. (11) e substituiu-se as condigdes iniciais, assim adquiriu-se:

Ryir (1) + L + Ro[i1 (1) —i2(2)] = 20u(2) (11)

20

[6+ 5111 (s) = 2I2(s) = — (12)
A Modelagem matematica da Malha 2, resultou em:

Rylia(r) — i1 (1)] + é /OT i(t)dt =0 (13)
Usou-se a transformada na Eq. (13) e obteve-se:

~211(s) + 2+§ L(s) = _TZO (14)

A partir das Equacdes (12) e (14), as equacgdes foram organizadas na forma de um sistema matricial.
seisicite.com.br 3
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©+s =2 |ho| |2 (15)
=2 (2+9)] [L2(9) -5

A partir dos célculos matriciais por meio do método de Cramer, a corrente na malha 1 no
dominio da frequéncia, descreve-se:

20
Ii(s) = SG12)(s+3) (16)

A transformada de Laplace inversa aplicada a Eq. (16) resultou na equacao em funcao do tempo da
corrente que flui na malha 1 do circuito:

20 10
iﬂﬁ:—mf”+§w4u_§ug (17)
Na Fig. 2, apresenta-se o comportamento temporal da corrente na malha 1. Do inicio do
circuito até atingir 10 segundos, descrita pela Eq. (8), ap6s a comutagéo da chave o circuito possui a

Eq. (17):

Figura 2 — Corrente da malha 1, Eq. (8) e (17)
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Conforme ilustrou-se na Fig. 2, a sobreposicéo das Eq. (8) e (17) com a curva gerada pelo
aplicativo LTspice® satisfaz a comparacéo entre a transformada e o dado obtido por meio do software.
A partir da analise gréfica, o periodo transiente da corrente no circuito com a chave aberta descreve-se
por um rapido incremento de corrente atingindo um pico de aproximadamente 4,06V, e descarregando
até atingir 10 segundos, apds a comutacdo da chave a corrente cresce de forma que estabiliza-se em
aproximadamente 3,333V.

Para o calculo da equacéo de corrente na malha 2, realizou-se o0 equacionamento por meio de
Cramer, da forma que obteve-se:

10(s +4)
(s+2)(s+3)

A partir da Eqg. (18), realizou-se a transformada inversa e obteve-se a equagédo da corrente que

percorre a malha 2 do circuito:
ir(t) = —20e™ % + 10e > (19)
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Na Fig. 3, ilustrou-se a representagéo temporal da corrente na malha 2, num primeiro momento
onde o circuito possuia apenas uma malha, a corrente é descrita pela Eqg. (8), ao passo que o circuito
atinge os 10 segundos de funcionamento, a equacgéo do circuito passa a representar-se pela Eq. (19).

Figura 3 — Corrente na malha 2, Eq. (8) e (19)
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Por meio da analise gréafica da Fig. 3, a curva correspondente a Eq. (8) refere-se ao periodo
em que a chave do circuito estd em estado aberto, com seu pico em 4,06V e apds a comutacao da
chave a curva do grafica é representada pela Eq. (19), onde um pico de 10A ocorre instantaneamente
e decresce exponencialmente até tornar-se nulo.

Para o calculo da equacao de tensédo no capacitor partiu das propriedades aplicadas aos
componentes eletronicos obteve-se:

/OT ir(T)dt (20)

Ao aplicar a transformada de Laplace na Eq. (20), adquiriu-se:

1
Vc(t) = 0.5

—20(s+4) 20

Ve =meen Ty

(21)

Além disso, obteve-se a equagao da tensdo no capacitor em fungédo do tempo a partir do momento
em que a chave fecha, dada por:

20 20
ve(t) = 20e7% — ?e—-”’ + ?u(t) (22)
Na Fig. 4, ilustra-se 0 comportamento da tensédo no capacitor, com a chave aberta a curva é

descrita pela Eqg. (5) e apds 10 segundos com a comutagédo da chave descreve-se por Eq. (22):
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Figura 4 — Tensao do capacitor, Eq. (5) e (22)

Tensdo no capacitor circuito Fechado
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O periodo transitério da tensao do capacitor descreve-se Eq. (5) até os dez primeiros segundos,
onde apresenta a caracteristica curva de carga do capacitor, e armazena-se toda a tensao da fonte

de 20V, Com a comutacao da chave ocorreu a descarga exponencial da tenséo e estagnou-se em
6,66V.

CONCLUSAO

Nesse artigo, o circuito RLC chaveado foi utilizado para aplicar os conceitos de analise de
circuitos elétricos e a transformada de Laplace. Construiram-se os modelos no dominio do tempo
continuo para o circuito antes e apds a comutacao da chave. O chaveamento além de promover
mudancas nos niveis de tensao e corrente nos respectivos componentes, houve mudanca na estrutura
do sistema de equagdes. Com o chaveamento, o circuito passa a ser constituido por duas malhas,
isso corresponde a um sistema com duas equacdes diferenciais, com condigdes iniciais. A partir das
descricoes matematicas, usou-se a transformada de Laplace para computar as solugbes fechadas,
essa na frequéncia e no tempo continuo. Implementou-se o circuito no software Ltspice®, extrairam-se
as formas de onda para validacdo com as equagdes no Matlab®. Com o trabalho, observou-se que a
transformada de Laplace é um ferramenta valiosa para obtencédo de resposta de sistema lineares
invariantes de tempo continuo.
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