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Linear and non-linear oscillations in Electrical Circuits

Laura Tokawa Morizaki®, Alisson de Carvalho Reinol®

RESUMO
Neste trabalho, foi realizado o estudo das equacfes diferenciais e a analise do comportamento das
oscilagbes de um péndulo simples, obtendo-se as solugces e os retratos de fase para cada caso de
oscilacéo do sistema. Por fim, foi apresentado a relagéo entre o péndulo e os circuitos elétricos, concluindo
gue ambos os sistemas podem ser modelados utilizando o mesmo tipo de equagfes diferenciais.
PALAVRAS-CHAVE: circuitos elétricos; equages diferenciais; péndulo simples; retrato de fase.

ABSTRACT
In this work the study of differential equations and the analysis of the oscillations' behavior of a simple
pendulum were conducted, obtaining solutions and phase portraits for each case of system oscillation.
Finally, the relationship between the pendulum and electrical circuits was presented, concluding that both
systems can be modeled using differential equations.
KEYWORDS: electrical circuits; differential equations; simple pendulum; phase portrait.

INTRODUCAO

O estudo de equacdes diferenciais desempenha um papel fundamental na
engenharia, fornecendo as ferramentas matematicas necessérias para modelar e analisar
uma ampla gama de problemas. A analise dos fendmenos oscilatérios se da partindo da
compreensao de sistemas simples, como o do péndulo simples. A origem do péndulo
remonta as observacdes de Galileu, que notou que os periodos de oscilagdo do
candelabro da catedral de Pisa eram consistentes, independentemente da amplitude.
Christian Huygens demonstrou que o movimento de um péndulo simples era quase
sincrono para pequenas amplitudes e desenvolveu uma férmula para calcular o periodo
com base no comprimento da corda e na gravidade. Newton também contribuiu ao
relacionar a massa com 0 peso e estudar a resisténcia do meio ao movimento pendular
(KELLER et al, 1999).

Um péndulo é um sistema em que uma massa € suspensa em um fio que é
acoplado a um ponto fixo de uma superficie e que pode ser capaz de realizar um
movimento linear (ARNOLD, 2011), como pode ser visto na Figura 1.

Deste modo, o objetivo deste trabalho é estudar as oscilacbes em péndulos
simples e relaciona-los com os circuitos elétricos em série, sendo possivel obter as
solugcbes e os retratos de fase para o comportamento dindmico das solu¢des que
modelam um péndulo num campo gravitacional.
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Fonte: Autoria propria (2023).
MATERIAIS E METODOS

Para o desenvolvimento deste trabalho, foi realizada a revisdo bibliografica a
respeito dos conceitos basicos envolvendo a Teoria Geral das Equagfes Diferenciais
Ordinéarias (EDOs), com base nos livros de BOYCE e DIPRIMA (2020) e ZILL, Dennis G.
(2001) e a fim de realizar-se o estudo dos elementos béasicos de circuitos elétricos, foi
utilizado o livro BOYLESTAD, Robert L. (2012). O software LTspice foi utilizado para
simular os circuitos elétricos e para analisar o comportamento dos mesmos, e 0s retratos
de fase dos sistemas de EDOs foram obtidos utilizando-se o software matematico Maple.

RESULTADOS E DISCUSSOES

As oscilagbes de um péndulo podem ser modeladas matematicamente por uma
equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem, obtida com base na Segunda Lei de
Newton. Essa equacdo indica o comportamento dindmico de um péndulo num campo
gravitacional, sujeito a um amortecimento linear e a um forgamento harmonico, e pode ser
escrita em funcdo deste amortecimento, como

d?6 de 5

12 + ZO'E + wo* sin @ = F cos(wgyt) (D
onde 6 é o deslocamento angular do péndulo em relacdo ao eixo vertical, 26 € 0
coeficiente de amortecimento, w, é a frequéncia de movimento e F cos(w,t) € 0 torque
externo de amplitude F e frequéncia angular w,.

Os casos a serem estudados estao descritos abaixo.

1) Péndulo linear ndo-amortecido e néo forgcado

Um péndulo linear é ndo amortecido e ndo forcado quando ¢ = 0 e F = 0. Alguns
sistemas fisicos simples séo descritos pela equacéo

d’x + we?x =0 (2)

— T Wy X =

dez = °
sendo w,> 0 uma constante positiva. Essa equagéao, reescrita em termos de variaveis de
estado, fazendo-se dx/dt = y, torna-se
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—— y
dt
dy : (3)

LE = —wy?x

A solucéo desse sistema diferencial é

x(t) = A; cos(wgt) + A, sin(wyt) . (4)

Pode-se observar que os autovalores da matriz dos coeficientes do sistema (3) no
ponto critico (0,0) sdo A,, = +jw,, onde j € a unidade imaginaria, ou seja, s&o
autovalores imaginarios puros e o0 ponto critico € chamado de centro, como pode ser

observado na Figura 2 (a).
2) Péndulo linear amortecido e n&o forgado

Um péndulo linear é amortecido e ndo forgado quando o # 0 e F = 0. Neste caso,
nao ha oscilacbes que se perpetuam indefinidamente, pois sempre ocorre algum tipo de
perda de energia nos sistemas. Esse amortecimento sofrido pelo péndulo pode ser
modelado pela equacéo:

d?x dx "

W-I_ZGE-HUO x =0. (5)

Essa equacdo, reescrita em termos de variaveis de estado, fazendo-se x' =y,
torna-se

(dx 3
dt
dy

i —wo?x — 20y

y
(6)

O Unico ponto critico desse sistema € a origem (0,0), e os autovalores sdo 4;, =

—o +./0%2 — wy?. Logo esse sistema depende da relacdo entre os parametros o e w,.
Desse modo, tem-se trés comportamentos possiveis:

e Movimento super-amortecido: Para o > w,, 0S autovalores sdo reais e
negativos e a origem € um no atrator. O péndulo tende para a posi¢cdo de equilibrio sem
oscilar em torno dela, como pode ser observado na Figura 2 (b);

e Movimento sub-amortecido: Para ¢ < w,, 0S autovalores sdo complexos
conjugados com parte real negativa de modo que a origem é um ponto espiral atrator. O
péndulo tende para o ponto de equilibrio na origem, oscilando em torno deste ponto,
conforme pode ser observado na Figura 2 (c);

e Movimento criticamente amortecido: Para ¢ = w,, 0S autovalores sao reais,
iguais e negativos, de modo que a origem é um ndé improprio atrator. O péndulo tende
para a posi¢cdo de equilibrio sem passar por ela, como pode ser observado na Figura 2

(d).
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Fonte: Autoria prépria através do software Maple (2023).

3) Péndulo néo-linear ndo-amortecido e néo forcado

Um péndulo ndo-linear € ndo amortecido e nao forcado quando ¢ =F =0. A
equacao (1) pode ser reescrita como um sistema nao linear de duas equacdes de
primeira ordem, da forma

(dx

()

E =
Os pontos criticos do sistema (7) sdo dados por (2km,0) e ((2k + 1)m,0), com
k € Z . A matriz Jacobiana aplicada nestes pontos criticos sao:
0 1 0 1
Ji= [0)02 O] e J;= [_‘Uoz O]'
cujos autovalores séo, respectivamente,
Wo Jwo
_“)0] ¢ _jwo]'
Pelo Teorema de Hartman-Grobman e pelo fato do sistema ser hamiltoniano, para
mais informacgdes consulte ANCHAPURI (2020), observe que os pontos criticos (2k, 0)
séo centros e 0s pontos criticos ((2k + 1)m, 0) séo selas. O retrato de fase do sistema (7)
€ dado pela Figura 3.

Figgra3

N N N

Fonte: Autoria propria através do software Maple (2023).
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Agora, considere um circuito RLC, como mostrado na Figura 4, formado por um
resistor de resisténcia R, um capacitor de capacitancia C e um indutor com indutancia L.

Figura 4
Ve
i(t) RN
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L

B = A
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N>
Vo v
Fonte: Autoria propria através do software LTspice (2023).

O estudo do circuito descrito pela Figura 4 é analogo ao do péndulo linear
amortecido e néo for¢cado. De fato, usando as Leis de Kirchhoff, obtemos que tal circuito é
modelado pela EDO de segunda ordem abaixo:

d* Rdi i _ o

dtz " Ldt LC ®)

, R . . _
fazendo i =6, 0 = 7. € Wo = e considerando sind =0 (para 6 suficientemente

1
i

pequeno), observe que a equacdo (8) € analoga a equacdo (5), que descreve 0
comportamento do péndulo linear amortecido e ndo forcado. Um exemplo da existéncia
desta analogia € a relacdo entre o atrito do péndulo e a resisténcia R no circuito elétrico.
O atrito do fio de sustentacdo com o ar faz com que a amplitude de oscilacdo do péndulo
decresca com o tempo e, pelo Efeito Joule, os resistores dissipam energia elétrica no
circuito RLC, fazendo com que a corrente tenda a zero com o passar do tempo. Assim,
observa-se que oscilagdes ndo se perpetuam indefinidamente, pois sempre ocorre algum
tipo de perda de energia nos sistemas.

CONCLUSOES

Com a realizagdo deste trabalho, foi possivel estudar os movimentos oscilatorios
do péndulo e sua relagdo com o circuito RLC, analisando de maneira qualitativa as
solugbes dos sistemas de equacdes diferenciais utilizados para modeld-los. Foram
estudados os seguintes casos: péndulo linear ndo-amortecido e ndo forcado, os trés
casos de péndulo linear amortecido e nao forgcado, péndulo ndo-linear ndo-amortecido e
nao forcado e, por fim, a sua relacdo com os circuitos RLC.
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